
Ex
am
ple



 
ผูช้่วยศาสตราจารยส์ชุาต ิ สภุาพ                   คณะวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ี มหาวทิยาลยัเทคโนโลยรีาชมงคลธญับุรี 

 

 
 

        ส ำนักพมิพ์  SCIENCE PUBLISHING 
 

เวกเตอร์ใน 3 มิต ิ
 

    ผู้ช่วยศาสตราจารย์สชุาติ  สภุาพ 
 

สงวนลิขสิทธ์ิ ห้ำมคัดลอก ท ำส ำเนำ ถ่ำยเอกสำร (จ ำนวนมำก) 
โดยไม่ได้รับอนุญำตเป็นลำยลักษณ์อักษรจำกส ำนักพมิพ์ 

 

พมิพ์และจัดจ ำหน่ำยโดย 
 

ส ำนักพมิพ์   SCIENCE PUBLISHING 
 
 

111/258   ต.พมิลราช  อ าเภอบางบวัทอง จงัหวดันนทบรีุ11110    โทรศพัท์ 084 - 0919310 
แฟกซ์   02 -  5493745    E - mail  suchart11111@hotmail.com 
 

พมิพ์ที่ : บริษัทฐานบัณฑิต  จ ากัด 
 

เลขท่ี 188/5  ซอยเพชรเกษม  51  เขตบางแค กรุงเทพฯ  10160 โทรศพัท์  02 - 801 3934 - 8  
แฟกซ์  02 – 801 3933 

 
 
 
 
 
 
 
 

Ex
am
ple



 

 
ผูช้่วยศาสตราจารยส์ชุาต ิ สภุาพ                   คณะวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ี มหาวทิยาลยัเทคโนโลยรีาชมงคลธญับุรี 

 

ค ำน ำ 
 

             หนงัสืออ่านเพิ่มเติม วิชาคณิตศาสตร์  เร่ืองเวกเตอร์ใน 3 มิติ  เล่มนี ้  เรียบเรียงขึน้ตาม
หลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขัน้พืน้ฐาน    หนงัสือเล่มนี ้และหนงัสือเล่มอ่ืนๆของกระผม  เน้นการ
ส่ือความหมายด้วยภาพ  เพราะผมเช่ือว่าถ้าผู้ เรียนได้เรียนรู้จากภาพ จะท าให้เกิดความเข้าใจได้
ง่ายขึน้    หนงัสือนีจ้งึเหมาะท่ีจะใช้ในการศกึษาเพิม่เติมด้วยตนเอง                    
             หนงัสือนีอ้าจจะมีราคาแพงไปบ้างเน่ืองจากพิมพ์ออกมาเป็นจ านวนน้อย และมีต้นทุนท่ี
สงู หวงัว่านกัเรียนหรือท่านอาจารย์คงจะเข้าใจ (ไม่มีก าไร) 
             หนังสือนีส้ าเร็จได้ด้วยความช่วยเหลือ จาก ผศ.วัฒนา เดชนะ  มหาวิทยาลัยราชภัฏ
สงขลา และอาจารย์คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยีหลายท่านท่ีได้ให้ค าแนะน าท่ีมีประโยชน์ 
โดยเฉพาะอย่างยิ่ง ผศ.จรัส บณุยธรรมา ครูวิทยาศาสตร์ดีเด่นท่ีช่วยน าข้อมลูในหนงัสือนีเ้ผยแพร่
เว็บไซต์ของสาขาวิชาฟิสิกส์ราชมงคล   รวมผู้บริหารมหาวิทยาลยัเทคโนโลยีราชมงคลธญับรีุ    ทกุ
ระดบัชัน้ ท่ีมีนโยบายสนบัสนนุการท าผลงานวิชาการ    และส่งเสริมการให้บริการทางวิชาการแก่
ชมุชนและสงัคม  จงึขอขอบพระคณุทกุท่านมา ณ โอกาสนี ้ 
             กระผมหวังเป็นอย่างยิ่งว่าหนังสือเล่มนีจ้ะเป็นประโยชน์แก่นักเรียนท่ีต้องการศึกษา
เพิม่เติม  หรือครู - อาจารย์  ท่ีจะใช้เป็นหนงัสือประกอบการเรียนการสอน  หากมีข้อเสนอแนะใดท่ี
จะท าให้หนงัสือนีส้มบรูณ์ขึน้  ผู้ เรียบเรียงขอน้อมรับด้วยความยินดีเป็นอย่างยิ่ง   แนะน าได้ท่ี  โทร 
084-0919310 
 
 
 
                                                                                          สชุาติ  สภุาพ 
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เวกเตอร์ใน 3 มิต ิ
vectors in three dimension 

 

 
 

ท ำไมต้องเรียนเร่ืองเวกเตอร์ 
 

           แน่นอนว่าถ้าเรายงัเป็นมนุษย์โบราณและยงัอาศัยอยู่ในถ า้  เราคงไม่มีความจ าเป็นต้อง
เรียนเร่ืองเวกเตอร์อย่างแน่นอน  เพราะว่าเร่ืองนีค้งไม่จ าเป็นส าหรับมนุษย์ถ า้   แต่เน่ืองจากเรา
เกิดมาในยคุนีก้ารไม่เรียนรู้อะไรเลย คงไม่ได้  เพราะว่าวิทยาการในปัจจบุนัก้าวหน้าไปอย่างมาก  
และการเรียนรู้เก่ียวกับเวกเตอร์ก็มีความจ าเป็น เพราะว่าปริมาณหลายปริมาณท่ีเก่ียวข้องกับ
ชีวิตประจ าวนัของเราเป็นปริมาณเวกเตอร์ เช่น แรง ความเร็ว ฯลฯ 
 

                              
 

รูป 1    แอปเปิล้ขนาดใหญ่   3  ลกู  ขนาดเล็ก   2  ลกู 
 

          ถ้าถามว่ามีแอปเปิ้ลทัง้หมดก่ีลูก  ทุกคนก็ตอบได้   ในท านองเดียวกัน ถ้าถามว่ารูปทรง
เรขาคณิตในรูปข้างล่างมีก่ีชิน้  เราก็ตอบได้ 
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คณิตศาสตร ์ 3   เรื่อง เวกเตอรใ์น 3 มติ ิ    -   2 
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รูป 2  การรวมจ านวนทัง้หมด 
 

หรือถ้าถามว่ามีลกูท้ออยู่ 5 ลกู   รับประทานไป แล้ว 2  ลกู  ตอนนีเ้หลือลกูท้อก่ีลกู  ทกุคนก็ตอบ
ได้ 

 
 

รูป 3  ลกูท้อ 
 

แต่ถ้าถามว่าเคร่ืองบิน   บินไปทางทิศเหนือด้วยความเร็ว 500 ไมล์ต่อชัว่โมง   ในขณะเดียวกนัลม
ก็พดัไปทางทิศตะวนัออกด้วยความเร็ว 100 ไมล์ต่อชัว่โมง   อยากทราบว่าในขณะนัน้เคร่ืองบินมี
ความเร็วเท่าไร ?  เม่ือเทียบกบัพืน้ดิน  และเคร่ืองบิน เคล่ือนท่ีไปในทิศทางใด ?   เราคงตอบได้
ล าบากแน่  ถ้าไม่ได้เรียนเร่ืองเวกเตอร์  
 

 
 

รูป 4    การเดินทางของเคร่ืองบิน 
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คณิตศาสตร ์ 3   เรื่อง เวกเตอรใ์น 3 มติ ิ    -   3 
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หรือถ้าถามว่ามีเชือกคล้องผ่านรอกและมีน า้หนกัถ่วงดงัรูป  5   อยากทราบว่าเกิดแรงดงึเท่าไร ? 
 

 
รูป 5  แรง 

 

อยากทราบว่าเกิดแรงดึงเท่าไร ?   เราก็คงตอบค าถามนีไ้ม่ได้ถ้าไม่ได้เรียนเร่ืองเวกเตอร์  เม่ือ
นกัเรียนทราบประโยชน์ของการเรียนเร่ืองเวกเตอร์แล้ว  ก็เร่ิมเรียนได้เลย ดงันี ้
 
 

ตัวอย่ำงที่ 1  ถ้าเร่ิมต้นรถแล่นไปทางทิศตะวนัออกเฉียงเหนือ   เป็นระยะทาง 120  กิโลเมตร  
จากนัน้แล่นไปทางทิศตะวนัตกเฉียงเหนือเป็นระยะทาง  100  กิโลเมตร  ดงัรูป จงหาระยะกระจดั 

 
 

                          
2 2100 90 2(100)(90)cos(120 )oNet displacement     

 

                      10,000 8100 18000( 0.5)     
 

           10,000 8,100 900    
 

 137.8Net displacement     กิโลเมตร                                                                  ตอบ 
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คณิตศาสตร ์ 3   เรื่อง เวกเตอรใ์น 3 มติ ิ    -   4 

 
ผูช้่วยศาสตราจารยส์ชุาต ิ สภุาพ                   คณะวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ี มหาวทิยาลยัเทคโนโลยรีาชมงคลธญับุร ี

 

แบบทดสอบที่  1 
 

1)  ถ้าเร่ิมต้น  รถแล่นไปทางทิศตะวนัตกเป็นระยะทาง  50   กิโลเมตร   จากนัน้แล่นไปทางทิศ
ตะวนัตกเฉียงใต้เป็นระยะทาง  75  กิโลเมตร  ดงัรูป  จงหาระยะกระจดั 

 
..............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................. 
2)  ถ้ารถแล่นไปตามเส้นทาง และทิศทางดงัรูป  จงหาระยะกระจดั 
 

 
..............................................................................................................................................  
3)  ถ้ารถแล่นไปตามเส้นทาง และทิศทางดงัรูป  จงหาระยะกระจดั 
 

 
 

.............................................................................................................................................. 
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คณิตศาสตร ์ 3   เรื่อง เวกเตอรใ์น 3 มติ ิ    -   5 
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เวกเตอร์คืออะไร 
 

            เน่ืองจากปริมาณต่างๆในโลกนี ้ มีหลายปริมาณด้วยกนั  เช่น  พืน้ท่ี  มวล  ระยะทาง  การ
กระจดั  ความสงู  อณุหภมูิ  แรง  ความเร็ว  ความเร่ง  ความดนั ฯลฯ  ปริมาณเหล่านี ้ บางปริมาณ
บอกแต่เพียงขนาดอย่างเดียวก็เข้าใจความหมายได้ชดัเจน  เช่น  ขณะนีอ้ณุหภมูิเท่ากบั  30oC    
 

 
 

รูป  7  อณุหภมูิ เป็นปริมาณท่ีไม่มีทิศทาง 
 

            แต่ปริมาณบางอย่างเช่นบอกว่าบ้านนักเรียนอยู่ห่างจากโรงเรียน  2 กิโลเมตร  การบอก
แบบนี ้ก็ยังไม่มีใครทราบว่าบ้านของเรียนอยู่ทางทิศใดของโรงเรียน  ดังนัน้การบอกระยะห่าง  
(การกระจดั) ต้องบอกทิศทางด้วยจงึจะเข้าใจความหมายได้ชดัเจน    
 

 
 

รูป 8  ระยะห่าง  (การกระจดั) ต้องบอกทิศทางด้วย 
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คณิตศาสตร ์ 3   เรื่อง เวกเตอรใ์น 3 มติ ิ    -   6 
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           ปริมาณท่ีต้องบอกทิศทางด้วยจึงจะเข้าใจความหมายได้ชดัเจนเรียกว่าปริมำณเวกเตอร์ 
ปริมาณหลายปริมาณในทางวิทยาศาสตร์เป็นปริมาณเวกเตอร์ เช่น แรง การกระจัด  ความเร็ว  
ความเร่ง  ทอร์ก  สนามโน้มถ่วง สนามไฟฟ้า  สนามแม่เหล็ก  ฯลฯ   
 

 

   สรุป 
 

- ปริมาณสเกลาร์  เป็นปริมาณท่ีมีทัง้ขนาดแต่เพียงอย่างเดียว 
- ปริมาณเวกเตอร์  เป็นปริมาณท่ีมีทัง้ขนาดและทิศทาง 

 
 

 
 

 
รูป  9   สญัญลกัษณ์แทนปริมาณเวกเตอร์  

 

ตัวอย่ำง  ปริมาณเวกเตอร์ท่ีมีขนาดและทิศทางต่างๆกนั 
 

 
 

รูป  10  เวกเตอร์ท่ีมีทิศทางและขนาดท่ีต่างๆกนั 
 

 
 

 
 

รูป  11  เวกเตอร์ท่ีเท่ากนั 
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คณิตศาสตร ์ 3   เรื่อง เวกเตอรใ์น 3 มติ ิ    -   7 
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ระบบพกิัด  (coordinate systems) 
 

            การศึกษาในทางวิทยาศาสตร์ในหลายเร่ือง  เช่น การศึกษาเก่ียวกบัการเคล่ือนท่ีของวตัถ ุ 
จ าเป็นต้องทราบต าแหน่งของวตัถท่ีุเวลาต่างๆ  ระบบพิกดัท่ีน ามาใช้ในการบอกต าแหน่งของวตัถุ
ท่ีใช้กนัมากในทางวิทยาศาสตร์มี  2  ระบบ  คือ 

1) ระบบพิกัดฉากสามมิติ  หรือระบบคาร์ทีเซียน (rectangular  or cartesian  
coordinate) 

2) ระบบพกิดัเชิงขัว้ (polar  coordinate )  
 

             ในท่ีนีจ้ะกล่าวถึงเฉพาะระบบพกิดัฉากสามมิติหรือระบบคาร์ทีเซียน 
 

ระบบพกิัดฉำกสำมมิต ิ หรือระบบคำร์ทเีซียน (rectangular  or cartesian  coordinate) 
 

          ระบบนีใ้น  2  มิติ  จะมีสองแกน คือ แกน x  และแกน y   ดงัรูป  12 
 

 
 

รูป 12  ระบบพกิดัฉาก 2  มิติ   
 

         จดุตดัของแกนทัง้สองคือจดุ  (0,0) เรียกว่าจุดก ำเนิด(origin)   ในระบบพกิดัฉาก 3  มิติ  จะ
มี  3 แกน คือ แกน x  แกน y  และแกน z    ดงัรูป  13 
 

 
 

รูป  13  ระบบพกิดัฉาก 3  มิติ 
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           จุดตัดของแกนทัง้สาม  คือจุด  (0,0,0) เรียกว่าจุดก ำเนิด (origin)   การก าหนดทิศของ
แกนทัง้สาม มี 2 ระบบ คือ  ระบบมือขวา และระบบมือซ้าย  ในหนงัสือนีแ้ละหนงัสือส่วนใหญ่จะ
ใช้ระบบมือขวา  ดงัรูป  14 

 
 

รูป  14  ระบบมือขวา 
 

              การก าหนดทิศของแกนต่างๆในระบบระบบมือขวา  ท าได้โดยแบมือออกให้นิว้ทัง้ส่ีของ
มือขวาชีไ้ปทางแกน  x  แล้วก ามือโดยให้นิว้ทัง้ส่ีวนไปทางแกน y  นิว้หวัแม่มือจะชีท้ิศของแกน z  
ดงันัน้แกน x , y   และ  z  ในระบบมือขวา  จงึเขียนได้  3  แบบ  ดงันี ้

                            
 

รูป 15   การก าหนดแกนต่างๆในระบบมือขวา 
 

         ส าหรับระนาบในระบบพกิดัฉาก 3 มิติ มี 3  ระนาบ  คือ 
        1)  ระนาบ  xy         2)  ระนาบ  yz             3)  ระนาบ  xz       ดงัรูป 16 

                                                    
 

รูป 16  ระนาบในระบบพิกดัฉาก 
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ตัวอย่ำง  2   จงเขียนกราฟของ  3x    ในระบบ  1 มิติ  2 มิต ิ และ  3 มิต ิ
 

 
 

รูป 17   กราฟของ  3x    ในกราฟ 1 มิติ   
 

 
 

รูป  18   กราฟของ  3x    ในกราฟ 2 มิติ   
 

                   
 

รูป  19  กราฟของ  3x    ในกราฟ  3 มิติ 
 

         การบอกต าแหน่งของจุดในระบบพิกัดฉาก  2  มิติ  จะบอกด้วยคู่ล าดับ ( , )x y   เช่นจุด  
(2,3) , ( 3,1) และ ( 1.5, 2.5)    ดงัรูป  20 
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รูป  20   พกิดัของจดุต่างๆในระบบพกิดัฉาก 2 มิติ   
 

         การบอกต าแหน่งของจุดในระบบพิกัดฉาก  3  มิติ  จะบอกด้วยพิกัด ( , , )x y z   เช่นจุด  
(4,3,2)และ (4,3,2)ดงัรูป  21 

 

 
รูป  21   พกิดัของจดุต่างๆในระบบพกิดัฉาก 3 มิติ   

      
 

รูป  22   พกิดัของจดุ P  คือ ( , , )x y z  
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รูป  23  พกิดัของจดุต่างๆท่ีอยู่ตามมมุของส่ีเหล่ียมลกูบาศก์ 
 

เวกเตอร์ต ำแหน่ง (Position Vector) 
 

          เวกเตอร์ต ำแหน่ง หมำยถึง เวกเตอร์ท่ีบอกต ำแหน่งของวตัถเุทียบกบัจดุใดจดุหนึ่ง เรียกว่ำ 
จดุอ้ำงอิงจดุใดจดุหนึง่ 
 

 
 

รูป  24  เวกเตอร์ต ำแหน่ง 
 

ระยะทำงระหว่ำงจุดสองจุดในปริภูมิ 3 มิต ิ
 

 
 

รูป  25  จดุ 1 1 1( , , )x y z  จดุ 2 2 2( , , )x y z  
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ระยะระหว่าง จดุ  2  จดุ  2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )x x y y z z       
 

 
 

  ตัวอย่ำง 3   จงหาระยะทางระหว่างจดุ  (0,0,0)O  และจดุ  (1,1,1)A   ดงัรูป 
 

 
 

  วิธีท ำ    จากสตูร    

                                                   
2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )OA x x y y z z                         
                                                   2 2 2(1 0) (1 0) (1 0)OA        
                                                   3 1.732OA                                      ตอบ 
 

 
 

  ตัวอย่ำง  4   จงหาระยะทางระหว่างจดุ  (4,3)A  และจดุ (15,8)B   ดงัรูปข้างล่าง 
 

 
 

  วิธีท ำ    จากสตูร                            2 2

2 1 2 1( ) ( )AB x x y y                             

                                                        2 2(15 4) (8 3)AB      
                                                        12.1AB                                                 ตอบ 
 

A 

O 

Ex
am
ple



คณิตศาสตร ์ 3   เรื่อง เวกเตอรใ์น 3 มติ ิ    -   13 

 
ผูช้่วยศาสตราจารยส์ชุาต ิ สภุาพ                   คณะวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ี มหาวทิยาลยัเทคโนโลยรีาชมงคลธญับุร ี

 

แบบทดสอบที่  2 
 

1) จงหาระยะห่างระหว่าง วตัถ ุA กบัวตัถ ุ B 
 

 
………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………… 
 

2)  ดาว(star) อยู่ห่างจากจดุก าเนิดเท่าใด ? 
 

 
……………………………………………………………………………………………………… 
3)  จดุทัง้ 4 อยู่ห่างจากจดุก าเนิดเท่าใด  และจดุใดอยู่ห่างกนัมากท่ีสดุ ? 

 
 

………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอย่ำง  
 

 

1. จากรูปข้างล่าง   จงหาพกิดัของจดุ  B,  C,  D, E, G, H 

 
   ตอบ 
   พกิดัของจดุ  B   คือ  (3,5,0)   พิกดัของจดุ  C   คือ  (1,5,0)  พกิดัของจดุ  D   คือ  (1,2,0)  
   พกิดัของจดุ  E   คือ  (3,5,3)   พิกดัของจดุ  G   คือ  (1,2,3)  พกิดัของจดุ  H  คือ  (3,2,3)  
 

 
 

2. จากรูป จงหาพกิดัซึง่เป็นภาพฉายของจดุ C (3, 3, 1) บนแกนหรือระนาบท่ีก าหนดให้   
ต่อไปนี ้
1)  บนแกน X     2)  บนแกน Y              3)  บนแกน Z          4)  บนระนาบ XY   
5)  บนระนาบ YZ     6)  บนระนาบ XZ 

 
  ตอบ 
             1)  ภาพฉายของจดุ  C   บนแกน      X    จะปรากฏท่ีจดุ  (3,0,0)E  

             2)  ภาพฉายของจดุ  C   บนแกน      Y     จะปรากฏท่ีจดุ  (0,3,0)G  
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            3)  ภาพฉายของจดุ  C   บนแกน      Z      จะปรากฏท่ีจดุ  (0,0,1)A  

            4)  ภาพฉายของจดุ  C   บนระนาบ  XY    จะปรากฏท่ีจดุ  (3,3,0)F  

            5)  ภาพฉายของจดุ  C   บนระนาบ  YZ     จะปรากฏท่ีจดุ  (0,3,1)B  

            6)  ภาพฉายของจดุ  C   บนระนาบ  XZ    จะปรากฏท่ีจดุ   (3,0,1)E  
 
 

 

3. จงหารูปทัว่ไปของพกิดั ของจดุท่ีอยู่บนแกน  หรือระนาบท่ีก าหนดให้ต่อไปนี ้
1)  บนแกน X              2)  บนแกน Y               3)  บนแกน Z               4)  บนระนาบ XY    
5)  บนระนาบ YZ        6)  บนระนาบ XZ 
ตอบ 
     1)  รูปทัว่ไปของพกิดัของจดุท่ีอยู่บนแกน  X  คือ  (x, 0, 0) 
     2)  รูปทัว่ไปของพกิดัของจดุท่ีอยู่บนแกน  Y  คือ  (0, y, 0) 
     3)  รูปทัว่ไปของพกิดัของจดุท่ีอยู่บนแกน  Z  คือ (0, 0, z) 
 

 
 

ระนาบ ,XY YZ   และ XZ  
 

       4)  รูปทัว่ไปของพกิดัของจดุ ท่ีอยู่บนระนาบ  XY   คือ  (x, y, 0) 
       5)  รูปทัว่ไปของพกิดัของจดุ ท่ีอยู่บนระนาบ  YZ   คือ  (0, y, z) 
       6)  รูปทัว่ไปของพกิดัของจดุ ท่ีอยู่บนระนาบ  XZ   คือ  (x, 0, z) 
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4. จงเขียนจดุต่อไปนี ้ ในระบบพกิดัฉาก 3  มิติ  
 A (1, 1, 1)           B(1, -1, 2)               C(3, 2, -1)            D (-1, -1, -2) 

 

 
 
 

5. จงหาภาพฉายของจดุ (2,2,4)A   และ  (4,3,2)B  บนระนาบ XY, YZ และ XZ   ตามล าดบั   
ดงัรูปข้างล่าง 

 
ตอบ 

                      ภาพฉายของจดุ   A (2, 2, 4)   บนระนาบ  XY  คือ  จดุ  (2, 2, 0)    
                      ภาพฉายของจดุ   A (2, 2, 4)  บนระนาบ YZ    คือ  จดุ  (0, 2, 4) 
                      ภาพฉายของจดุ   A (2, 2, 4)  บนระนาบ XZ    คือ  จดุ  (2, 0, 4) 
                      ภาพฉายของจดุ   B (4, 3, 2)  บนระนาบ  XY   คือ  จดุ  (4, 3, 0) 
                      ภาพฉายของจดุ   B (4, 3, 2)  บนระนาบ YZ    คือ  จดุ  (0, 3, 2) 
                      ภาพฉายของจดุ   B (4, 3, 2)  บนระนาบ XZ    คือ  จดุ  (4, 0, 2) 
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